Sur un théorème d'interpolation  by Artola, Michel
JOURNAL OF JlATHEMATICAL ANALYSIS AND .4PPLICATIONS 41, 148-163 (1973) 
Sur un Theor&me d’lnterpolation 
MICHEL ARTOLA 
Unite’ de Mathtkatiques et Informatique, 
Universite de Bordeaux I, Talence, France 
Submitted by J. L. Lions 
Plusieurs auteurs se sont interesses a des proprietes de derivees interme- 
diaires; voir (par ordre chronologique) [I 1, 10, 8, 191 pour les cas “scalaires” 
[15, 1493, 1,21 p our les “cas vectoriels” pond&% ou non. 
Cependant le theoreme hilbertien de [15] n’a pas recu semble-t-i1 de 
gCnCralisation satisfaisante au cas “Banach”. 
En effet, le resultat de [15] d e nature tres gCnCrale obtenu a l’aide du 
“foncteur Trace” ne redonne pas le resultat hilbertien. 
Nous presentons ici par utilisation du “foncteur holomorphe” un theortme 
de derivtes intermediaires dans un cadre “Banach restreint”, mais suffisant 
pour les applications, qui se reduit au resultat de [15] dans le cas hilbertien. 
Pour l’intCr&t de tels r&hats nous renvoyons a [l, 3, 171. 
Dans la Section 1, on donne les notations g&kales et on Cnonce le theo- 
r&me principal, en se limitant pour simplifier aux cas de fonctions definies 
sur la droite. 
Une premiere demonstration de ce theoreme, utilisant la transformation de 
Fourier et des proprietes d’interpolation de FLp et basee sur l’hypothbe 
(condition M) que dans les espaces de Banach consider& le theoreme de 
Mihlin sur les multiplicateurs est vrai, est donnee a la Section 2. 
Dans la Section 3, on donne une seconde demonstration utilisant les pro- 
prietes de la convolution au sens des distributions vectorielles avec la famille 
de distributions temperees 
1 1 
q-g qFi; (x E a=). 
Cette demonstration est valable pour les espaces Lp(B) (B Banach) dans 
lesquels la d&iv&e d’ordre complexe Din (7 E R) opere (condition U) et est 
susceptible d’extension aux espaces Ls avec poids. 
En fait, la condition M entraine la condition %? mais nous ignorons si la 
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rtciproque est vraie en I’absence d’une caracterisation convenable des espaces 
dans lesquels ces conditions sont verifiees. 
La Section 4 donne des exemples d’espaces d’usage courant dans les 
applications. 11s vtrifient tous la condition M. 
Enfin, nous avons signal6 en remarque les generalisations aux espaces de 
fonctions definies sur W. 
Ces r&hats ont CtC expose au Colloque d’Analyse fonctionnelle de 
Bordeaux (Avril 1971) et au Seminaire d’Analyse de la FacultC des Sciences 
d’Orsay. 
Je remercie MM. Ch. Goulaouic, S. M. Baouendi et L. Boutet de Monvel 
avec qui j’ai eu de fructueuses conversations sur ce sujet lors de ces exposes. 
1. LE THkORiME PRINCIPAL 
1.1. Hypothbes et Notations GtWrales 
D’une man&e generale, si a est un espace de Banach, on note LP( B) 
(1 < p < +a) l’espace des (classes de) fonctions u fortement mesurables 
(pour la mesure de Lebesgue sur W) a valeurs dans .3? telles que 
(modification habituelle pour p = co). Muni de la norme naturelle, LP(w) 
est un espace de Banach. 
On considhe deux espaces de Banach complexes A, et A, contenus avec 
injection continue dans un espace vectoriel topologique localement con- 
vexe @. 
On suppose: 
A,n& dense dans chaque Aj (j = 0, m), 
4 reflexif (j = 0, m). 
(1.1) 
On peut alors definir I’espace A, + A, , qui, muni de la topologie de: 
A, x Am 
2 (Z=ker{(a,,a,)~a,+a,,a~~A,nA,,j=O,~}) 
est un espace de Banach [9]. 
On se donne encore p, , p, > 1 et l’on pose: 
Xi = LDi(Aj) j = 0, m (1.2) 
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et si 9 designe la transformation de Fourier au sens des distributions a 
valeurs vectorielles [23], on note: 
ATi = 9(X,), j = 0, m, 
espace de Banach pour la norme transport&e par 9. 
P-3) 
De m&me, zi designera la transformee de Fourier de u. Ceci pose, pour m > 1, 
on considere l’espace: (Pour simplifier on considere le cas n = 1) 
W;$,m = {u / u E X0 , D”u E X,,} 
(D” dCrivCe au sens des distributions vectorielles [23].) 
(1.4) 
qui est un espace de Banach pour la norme naturelle: 
On introduit enfin: 
1 
y-z = q-z) $+I --PfL Vz$N @EC) 
Y-k = 8’“) KEN U-6) 
La fonction z + Y-, est ainsi une fonction analytique de la variable complexe 
z a valeurs dans Y’(R). 
1.2. Le Thbo&me Principal 
Nous allons considerer les conditions suivantes (sur les espaces!) 
Condition (M) : 
Aj (j = 0, m) tel que le th&oreme de Mihlin sur les multipli- 
cateurs de Fourier soit vrai dans Xj [18]. 
ou: 
Condition (U) : 
Aj (j = 0, m) est tel que 
VT E Ii??, Yei, est un convoluteur de Xj (j = 0, m). 
(1.7) 
W3) 
Comme nous le verrons plus loin, la condition (1.7) entrame la condition (1.8), 
mais nous ignorons si la reciproque est vraie. On a alors le: 
TH~OF&ME I. On suppose (l.l), (1.7) ou (1.8) vt%-$6~. Dans ces conditions, 
l’application : 
u --f Diu 
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est continue de: 
2. PREMIERE DEMONSTRATION DU THBORBME I 
Elle est baste sur les propriettb de la transformation de Fourier et la 
condition (M). 
On note tout d’abord le: 
LEMME 2.1. Soit CD un foncteur d’interpolation. 
9 est un isomorphisme de @(X,, , X,) sur @X,, , X,) et l’on a : 
Vbrijcation du Lemme 2.1. On a: 
d’oh, .9 &ant injective de Y’(A, + A,) + Y’(A, + A,), on en deduit par 
interpolation: 
et l’on a: 
F E -wwl , -L), @(.&I , ;E,)), 
9-l E =qqxl , IE,), @‘(K-l, -L)), 
(2.2) 
algebriquement et topologiquement de man&e immediate. 
2.2. Designons par: 
muni de la norme 
C’est un espace de Banach isomorphe a S( Wi”$J. 
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Comme d’apres le lemme 2.1 et l’hppothese I. 1, on a 
(X0 , X,,) s/m = Lps[(Ao , A,,) s/ml O<s<m, 
1 1 - s/m I s/m 
(2.6) 
Ps PO Pnz ’ 
F(L+[(rZ, , A,) s/m] = (go , &J s/m 
tout revient a montrer: 
est continue de 
2.3. Notons que nous avons le schema: 
(2.7) 
(2.8) 
et introduisons la fonction de la variable complexe z: 
z + U(z) = T&i 
DCsignons par: 
Alors: 
~={xE@;X=p+i71,O<p<l,rlE[W}, 
B={zE~;Z=p+i~,O~p~l,7]EIW}. 
(2.9) 
U est holomorphe bornee de B ---f x0 + zm , 
et continue de B + go + &, . 
(2.10) 
(avec un choix convenable de la dktermination de k”). 
En effet, d’une part l’holomorphie et la continuite sont immediates; d’autre 
part, on peut Ccrire: 
Tmz%) = 1 y,‘“;I- [‘U,+Knl=e/b+En, 
Yjdj, j = 0, m, 
(2.11) 
et l’on a: (condition de Mihlin [18] 
(2.12) 
SUR UN THkORkME D'INTERPOLATION 153 
done / 5 I”“/( 1 + j 6 1”) est un multiplicateur de xj (i = 0, m) et: 
Pj E xj ) j = 0, m (2.13) 
d’oh (2.10). 
Ainsi, comme d’apres (2.8): 
on deduit de (2.10) par interpolation holomorphe [S] 
Remurque 2. I . Le theoreme et la demonstration s’etendent au cas de 
n > 1. Dans ce cas: 
J,+d 
2?osPm = 
(u j u EL”“(AO), 0% EJC”~(&J pour tout /3 = {& ,..., /3J 
bet I B I = I% + A + --* + PIE = m 
est un espace de Banach pour la norme: 
It 21 IIw~;;~,,= IIu llx, + 1 II D@u I/x, 
ISI=VZ 
on obtient: 
et 
Pour tout 01 avec l<IaI<m, fl=!A m 
D”u EP(& , A,,&), ; = l;- + $ 
112 
(2.17) 
!I D*u I~L%A~,A,)~) < Cm II u II:;;” (2.18) 
3. DEUXIBME DEMONSTRATION DU THI~OR&ME I 
Elle repose sur la condition (U) et les proprietes de la convolution avec 
Y-8, ZEC. 
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3.1. Un Lemme. 
Posant fl = Dni, nous avons le shema suivant: 
(3.1) 
Nous allons demontrer le: 
LEMME 3.1. On suppose 1 - 1, et la condition (97) vt%@es. Alors pou+ 
53 = P + it, O<P<l, 
1 I 
*” = r(- mz) pf 7 * (* dhigne la convolution) 
est un opkateur qui envoie continziment WLy.a, dans X0 + X,,, . 
Preuve du Lemme 3.1. D’aprb sa definition pour u E Wj,r’pm, A%(t) 
prend ses valeurs (p.p. en t) dans A, + A, et la conclusion du lemme est 
trivialement vCrifiCe pour p = 0 et p = 1. Par ailleurs, comme L9( R; A, n A,) 
est, d’apres 1 - 1, dense dans Wkz\, il suffit de montrer le resultat pour 
u E 9(R; A,, n A,). D’apres 1221: 
y-m+wm-in = Y(l-,h * y-m * y-i, (7 = -4) (3.2) 
done si 
1 = Y-,, ;i: u (6 E X,, d’aprb 1.8) (3.3) 
on a 
A%(t) = Y(l-dm t D”zi (3.4) 
avec 
D% E X, d’aprb 1.8. (3.5) 
Ainsi: 
1 
s 
t 
Azu(t) = r(( 1 - p) m) 
(t - x)(1-~1-1 D%(x) dx (3.6) --m 
(ce qui a un sens car (1 - p) m - 1 > -1 pour 0 < p < 1 et que D% a un 
support limit6 g gauche). 
Or, il est possible de trouver deux fonctions p1 et v2 verifiant: 
tpl(t) = pJt> = 0 si t < 0, vl(t) + q+(t) = 1 si t > 0 
Di[t(l-P)wpJ (0) = 0 O<j<m-1 
(3.7) 
Dm[t(l-p)-lgJJ ELyR+), O<p<l 
t(l-P)-1q32 E L’(Rf), Ocptl 
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(en effet, 
9%(t) = tm e-t + tm t >o; q+(t) = 0, t < 0 
q$(t) = e-t e-t + tm t >o; p)z(t) = 0, t < 0 
vhifient ces conditions). 
En conskquence: 
cl”@) = Ye(t) + Ym(t), !PjEXj, (i = 0, m) 
1 
Ye(t) = r((l _ f) m) Dmp-~)-pl * u’l 
(3.8) 
II yrn Ix,,, < WP, m) II t(l-“)‘+lvz 11~1 * II Drnzi llx, 
d’oh le lemme. 
3.2. DtGnonstration du Tht!ortme. 
(i) On note que si la condition (V) a lieu, (Y--i71t}llEP d&nit un groupe 
d’opkrateurs de classe Co opkrant dans Xj (j = 0, m). D’aprh les propriCh% 
des semi-groupes de classe Co, on a: 
II Ln* II~+.x~) G ye”“’ 
a et y ctes > 0. 
(3.9) 
(on peut prkciser 01 cf. Section 4). 
Dans ces conditions, on peut trouver: 
une fonction scalaire holomorphe dans fi et continue dans B (&, i? d&finis ?I 
la Section 2) vkrifiant: 
sup I x(zX);>l eOLlrl < +co 
ca 
sup I x(1 + %)I Plcl < +oo 
cm 
X(f) + 0, O<p<l. 
(3.10) 
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(on peut prendre 
B >a: et 
ou encore x(z) = e(z-0)2 voir [17]). 
(ii) Dans ces conditions, considerons la fonction (definie p.p. en t) par: 
et soit: 
l(z, t) +f(x, 4 = x(mx) flZu(t>, u E @$,> (3.11) 
f(z) : t-+f(z, t). (3.12) 
La fonction f (a +f(z)) est (avec le choix de x(z) don& plus haut): 
(i) holomorphe bornte de 2 -+ X0 + X, , 
(ii) continue de B + X0 + X, , 
(3.13) 
de plus, d’aprb (3.10), elle verifie: 
(3.14) 
Alors [5, 17, 201 
Pour 8 610, I[ 
f(e) E (X0 , -G)e = -aAo > &)e) (3.15) 
1 1-e e -=- 
P.9 PO +F- m 
avec 
II fP)ll~x,,x,,~ < C II u II:;” * II D”u II%, (3.16) 
d’ou le resultat avec 0 = s/m (0 < s < m) compte tenu de ce que x(s) # 0. 
D’oh le theoreme I qui redonne en particulier (et t&s simplement) les 
resultats de [l I] par une autre methode. 
Remarque 3.1. Pour le cas de n quelconque, on considerera avec 
7 = (71 ,...> 71n), x = (x1 , x2 ,..., %I.): 
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et la fonction: 
(3.18) 
x(4 = fi x&4 oh xd z es une fonction scalaire convenable. > t 
j=l 
La methode precedente s’applique et redonne les m&mes resultats que ceux 
&on&s a la remarque 2.1 avec 0 = / 01 i/m. 
Remarque 4.1. Soit Z(X,, , X,) 1 ‘espace des fonctions f continues dans 
B, holomorphes dans & telles que 7 -+ f (z$) (resp. f (1 + iq) soient bornees 
dans X0 (resp. dans X,). 
On designe par Z,&X,, , X,) l’espace analogue a x(X,, X,) mais avec 
(3.19) 
et on d&nit ensuite 
[X0 , X,]O,exp = espace parcouru par f (0) lorsque f parcourt 
se&X, Y) avec la norme quotient par le noyau 
def -f (0 
(3.20) 
Alors [voir [17]], 
Dans le resultat (3.16) la constante C peut done &tre choisie independante de 
la fonction x. 
4. COMPLI~MENTS SUR L%TUDE DE {Y+*}rlEp 
Dans ce paragraphe, nous degageons quelques propriMs simples des 
espaces B dans lequels (Y--iV*}tlEOB opere, mais nous ne connaissons pas de 
caracterisation de ceux-ci. 
4.1. Proprikth G&&ales 
PROPOSITION 4.1. Soit Aj j = 0, m dans la situation de la Section 1. On 
suppose qu’il existe pj (j = 0, m) tel que {Y-i,,*},,pR opkre dans Xj . 
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On pose 
1 l-0 e 
P TIg’ 
e E IO, I [ . 
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Alors { Y-ill&,ER opire dans L”[(A,, , Anz)s,a] et LP[(A,, , A,),]. 
Dt!monstration. 11 est immediat que (Y-i,,*)neP opke dans (X0, X,),,, et 
(X,, , X,), ; l’hypothese (1.1) entraine: 
(-5 3 Xnh,, = ~“b% > 4h,el> 
(Xo > Xnh = ~“M 9 &M 
(4.1) 
d’oti la Proposition 4.1. 
- Soit maintenant A un espace de Banach reflexif, A’ son dual. 
On note: 
- 9(R; A) = 9(A) 1’ p es ace des fonctions @” a support compact a valeurs 
dans A. 
- 9’(A’) l’espace des distributions correspondant a l’accouplement (, ) 
(dualite entre A et A’). 
On pose: 
et 
X>E 
ailleurs 
1 
h,(q; qJ, Y) = r(- iT) 
s < KAY - 4 P(X), 
WY) > dx dr Iw2 
VT E %4), VY E 9(A’). 
(4.3) 
Dans ces conditions, on a: 
Par ailleurs, la formule (4.3) montre que l’operateur tK, transpose de K, 
defini par k,(q; v, Y) possede des proprietes analogues g celles de K, . 11 en 
resulte: 
PROPOSITION 4.2. Soit A un espace de Banach rt$exif, A’ son dual. Si 
{Y--in,}nEp op&e dans Lp(A), {Ymi,,*)?lER opkre dans L*‘(A’), l/p’ + l/p = 1. 
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4.2. EXEMPLE I. On suppose A = H espace de Hilbert. On designe 
par 1 1, (,) la norme et le produit scalaire dans H. On identifie H et H’. 
Notons g*(H) l’espace des convoluteurs de Lp(H) 1 < p < -f co norme 
par: 
L E wp(H), ,lL ily p = llL* II 58(Lwo*Lwf)) * (4.5) 
On a tout d’abord la: 
PROPOSITION 4.3. 
(i) VT E R Yin E VP(H), 
(ii) V7j E R 
II y-i, IIQ, b $ e(T/2)1~1 = 11 P-,, jlm = /I Y-i, jl$y2 . (4.6) 
7T 
Dtfmonstration. Le calcul de la transform&e de Fourier au sens des distri- 
butions de Y-,, donne: 
1 1 ,$ li7l e(T/2)7l 
G(E) = - 
i 
si E > 0, 
J/Z* / [ lin e-(n/2)n si 5 < 0. 
Ainsi, 
b E R, 
II Y-i, I/v, = II Lv ilm = -$- sUp(e(n/2h, &/2h)= __ elRl("i2). 
77 dir 
Par ailleurs, 
v?l E R /I [DP-, /I < C,,(q) cte dependant de 7 
et d’aprb le theoreme de Mihlin [12, 13, 18, 211 
VT E R, ?+ est un multiplicateur de %(Lp(H)) 
d’oh la Proposition 4.3, l’inegalite (4.6) resultant de [12]. 
(4.7) 
(4.8) 
(4.9) 
(4.10) 
- On peut preciser davantage le comportement en r] de 11 Ypi, /IV, dont on 
sait d’aprb les proprittes des semigroupes qu’il est de type exponentiel. 
On a: 
PROPOSITION 4.4. Soit p, avec 1 < p < +CO alors : 
(4.11) 
409/41/I-11 
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DCmonstration de la Proposition 4.4. Pour ne pas alourdir cet expose par 
des considerations trop techniques un peu disproportion&es avec l’interet 
du resultat, nous donnons seulement les grandes lignes de la demonstration 
qui repose essentiellement sur le: 
LEMME 4.1. Soit 1 < p < 2. II existe une constante yp > 0, indkpendante 
de E, et 7 avec: 
La demonstration du lemme peut se faire de diverses manieres en suivant 
par exemple [4, 6, 211. Elle utilise les inegalites de Calderon-Zygmund et le 
theoreme de Marcinkiewicz. 
Signalons seulement que l’estimation fondamentale est la suivante (voir 
par exemple [6]): 
j E, 1 < yeT”’ [+ j, h+41”, dx + + j: I VJ i* C-4 dx] , b E W-0 
(4.13) 
Oh 
K, * p)(x) / > y  > 0; 
1 E, / la mesure de Lebesgue de E, 
VY > 0, t + [9)(t)ly = 
I 
yt)l ;;lleur;~(t)~ G y  (4.14) 
/ v /* est Cquimesurable a 1 y 1 . 
Pour les details, on renvoie a [6]. 
Le cas p > 2, rtsulte alors du Lemme 4.1 et en remarquant que tK, a les 
m&mes proprietes de K, comme pour la Proposition 4.2. 
4.3. Exemple II. 
PROPOSITION 4.5. Soit B = L*(W) 1 < 4 < +CO, Vq E R, Y-i, ophe 
dans Lp(B) 1 < p < + co avec we inbgaZite’ du type (4.11). 
Dimonstration. Soit Y E~(Iw+~) : (t, x) + Y(t, X) t E R, x E Iw”. D’aprb 
la Proposition (4.4), on a: 
vx E UP, s I Y-,, * y(-, x) (s)l” ds < ypeD’un’n’ s Iw I p)(t, x)1” dt 
(4.15) 
R 
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et l’inegalite a verifier est: 
IS / Y+ * p)(-, x) @)I” ds dx < ypeDap”’ j- 1 #, x)1” dt dx. (4.16) IWn R p+1 
Le cas p # q se deduit du resultat pour L*(L2(R”)) et pour U(L’$W)) par 
application de la Proposition 4.1. 
Remarque 4.1. La Proposition 4.5 s’etend aux espaces obtenus a partir 
de deux espaces de Lebesgue, (ou aux espaces obtenus de manike analogue 
pour une mesure quelconque) par interpolation et application des Proposi- 
tions 4.1 et 4.2. 
En particulier, pour: 
B = Lp,J W) espace de Lorentz, 
B = W”~Q(iW) espace de Sobolev, 
Espaces de Besov, etc.... 
Notons que dans tous ces espaces, la condition M (de Mihlin) est valable. 
Remarque 4.2. On peut considerer aussi le cas d’espaces LP(R”; B). 
On prend alors avec 7 = (Q ,..., 71%) 
Tous les resultats precedents s’appliquent. Mais ici on peut encore considerer 
les espaces a normes mixtes de Benedeck, Calderon, Panzone [3, 131. 
Remarque 4.3. On verifie aisement que (Y-in*},,sa n’opere pas dans 
Ll(B). Si x est la fonction caracteristique de [a, b] 
0 
i * 
si t<a 
1 
-j(t) = (Ye,, * x)(t) = ,F(li?))q (t - a)in si t E la, 4 
[ 
1 
(t - a)in I 
t>b 
d’oh: 
i 
0 
1 
I %t)l = 
I 
I q- id rl I 
2 
Ir(--d7)l 
si t<a 
si t E la, bl 
I I 
sin .I 
2 
t-a 
log - t-b t>b 
162 
et: 
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diverge pour p = 1. 
Remarque 4.4. Enfin, comme l’a signal& P. Kree dans [14], lorsqu’on a 
des rksultats de continuiti. sur des noyaux dans des espaces du type U)(B), 
on peut en dkduire des rksultats dans des espaces ,&p(B) oh CT, est un poids 
satisfaisant h certaines conditions. Le cas d’espaces avec poids sera consider& 
ultkrieurement. 
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